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Abstract
In this work, we examine the exact controllability of the so-
lution of a linear elasticity system, with evolutive Ventcel’s con-
ditions,(see:[3]), in a bounded domain of R3. We use the Hilbert
uniqueness methode,(H.U.M), of J.L.LIONS, (see:[9]); some mul-
tipliers are deﬁned on the boundary; the curvature tensor (see:[6]),
appears when computing some boundary integrals. This work can
be inserted in the framework of the study of the exact controllabil-
ity and stabilisation of various problems with Ventcel’s conditions
(see:[3],[4]).
Re´sume´
On conside`re le proble`me de la controˆlabilite´ exacte de la solu-
tion du syste`me line´aire de l’e´lasticite´, avec des conditions de Vent-
cel e´volutives, (cf.[3]), dans un domaine borne´ de R3. L’obtention
d’une relation, en vue de la mise en oeuvre de la me´thode d’unicite´
hilbertienne ,(H.U.M.), de J.L. Lions, (cf.[9]), a donne´ lieu a` l’utilis-
ation de multiplicateurs de´ﬁnis sur le bord du domaine; le tenseur
de courbure de la frontie`re,(cf.[6]), apparait lors du calcul de cer-
taines inte´grales de bord. Ce travail entre dans le cadre de l’e´tude
de la controˆlabilite´ exacte et de la stabilisation de divers proble`mes
de Ventcel, (cf.[3],[4]).
∗Ce travail a e´te´ en partie re´alise´ lors d’un se´jour au D.M.I. de l’E´cole Centrale de
Lyon.
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1 Introduction
Dans ce travail on e´tudie la controˆlabilite´ exacte de la solution du
syste`me line´aire de l’e´lasticite´, avec des conditions de Ventcel e´volutives.
Les proble`mes de Ventcel sont caracte´rise´s par la pre´sence d’ope´rateurs
diﬀe´rentiels tangentiels de meˆme ordre que l’ope´rateur principal.
Soit Ω un ouvert borne´ de R3 de frontie`re Γ de classe C3 (pour donner un
sens au tenseur de courbure cf.[6]). On note ν la normale unitaire sor-
tante. Soit u = (u1, u2, u3) un champ vectoriel re´gulier de´ﬁni dans Ω; on
pose ij(u) = 12(uı,j+uj,ı) et σ(u) = 2μ(u)+λ(div(u))I3, ou` λ et μ sont
les coeﬃcents de Lame´ suppose´s constants, I3 est la matrice identite´ de
R
3 et uı,j = ∂juı. Soit m ∈ Γ; on de´signe par Tm(Γ) le plan tangent en m
a` Γ, π(m) la projection orthogonale sur Tm(Γ). Soit v ∈ C1(Ω¯,R3); on
pose: v(m) = vT (m) + vν(m).ν(m) ou` vT (m) = π(m)v(m) est la pro-
jection orthogonale de v(m) sur Tm(Γ). On note ∂m et ∂ν les de´rivations
tangentielle et normale, (∂mν) l’ope´rateur de courbure sur Γ et π∂mvTπ
la de´rive´e covariante du champ vT ; ∂mν et π∂mvTπ sont deux champs
d’endomorphismes du plan tangent. On a alors sur Γ, (cf. [1],[7],[12]):
(v) = T (v) + νS(v) + S(v)ν¯ + ν(v)νν¯ (1.1)
avec
2T (v) = π∂mvTπ + π∂mvTπ + 2vν∂mν
2S(v) = ∂νvT + ∂mvν − (∂mν)vT , ν(v) = ∂νvν (1.2)
et
σ(v) = σT (v) + νσS(v) + σS(v)ν¯ + σν(v)νν¯ (1.3)
avec
σT (v) = 2μT (v) + λ(tr(T (v)) + ν(v))I2, σS(v) = 2μS(v)
σν(v) = 2μν(v) + λ(tr(T (v)) + ν(v))
(1.4)
ou` la barre de´signe le transpose´ d’un vecteur, d’un endomorphisme etc...,
I2 est la matrice identite´ du plan tangent et “tr” symbolise la trace d’une
matrice. On pose:
σ0T (v) = 2μ
0
T (v) + λ
∗tr(0T (v))I2
avec λ∗ = (2λμ)(λ + 2μ)−1 et 0T (v) = T (v)
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Soit τT un champ re´gulier d’endomorphismes du plan tangent a` Γ; la
divergence tangentielle de τT est le champ de formes line´aires sur le plan
tangent note´ divT τT de´ﬁni par:∫
Γ
divT τT vTdΓ = −
∫
Γ
(τT : π∂mvTπ)dΓ, ∀vT ∈ D(Γ, T (Γ))
ou` (τT : π∂mvTπ) = tr(τT .π∂mvTπ) et D(Γ, T (Γ)) de´signe l’espace des
champs tangents a` Γ dont les composantes dans une base {a1, a2} de
Tm(Γ) sont dans D(Γ). D’apre`s (1.3) on a: σ(u).ν = σS(u) + σν(u)ν.
On conside`re le syste`me:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
u′′ − divσ(u) = f dans QT = Ω× (0, T ),
u′′T + σS(u)− divTσ0T (u) = gT sur ΣT = Γ× (0, T )
u′′ν + σν(u) + σ0T (u) : ∂mν = gν sur ΣT
u(0) = u01, u
′(0) = u11 dans Ω
u|Γ(0) = u02, (u|Γ)′(0) = u12 sur Γ
(1.5)
ou` (′ = ∂t), divσ(u) est le champ vectoriel de composantes σij,j(u), i =
1, 2, 3, divTσ0T (u) est la divergence tangentielle du champ d’endomorphis-
mes du plan tangent σ0T (u) et (σ
0
T (u) : ∂mν) = tr(σ
0
T (u).∂mν).
Les conditions au bord dans (1.5) sont les conditions de Ventcel e´volutives;
elles sont obtenues par passage a` la limite dans un proble`me de trans-
mission pose´ dans l’ouvert forme´ de la jonction de l’ouvert Ω et d’une
coque mince Ωε− d’e´paisseur ε pose´e sur son bord, inﬁniment rigide et
inﬁniment dense, lorsque l’e´paisseur ε de la coque tend vers 0; elles
mode´lisent l’eﬀet asymptotique du raidisseur Ωε− (cf.[7] pour l’obtention
de diverses conditions de Ventcel stationnaires).
On pose: g(m) = gT (m) + gν(m)ν(m) et on prend f = 0 dans (1,5); il
s’agit de trouver, pour des conditions initiales et un temps T conven-
ables , un controˆle g tel que la solution u ve´riﬁe: u(T ) = u′(T ) = 0.
On conside`re les espaces:

 L2(Γ, T (Γ)), (resp. H1(Γ, T (Γ))), l’espace des champs tangents
vT dont les composantes dans une base du plan tangent sont dans
L2(Γ), (resp. H1(Γ)).

 H = L2(Ω)× L2(Γ, T (Γ))× L2(Γ)
muni de la norme produit.
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v ∈ H1(Ω) : vT |Γ ∈ H1(Γ, T (Γ))
}




H1(Ω) + ‖vT ‖2H1(Γ,T (Γ))
) 1
2
Nous verrons dans la proposition 2.4 que cette norme est e´quivalente




σ(v) : (v)dx +
∫
Γ
(σ0T (v) : 
0






 V = {(v1,v2) : v1 ∈ V, v2 = v1|Γ}
muni de la norme:
‖ (v1,v2) ‖V=‖ v1 ‖V
On conside`re sur H l’ope´rateur non borne´ :
A =
⎛
⎝ −divσ(.) 0σS(.) −divTσ0T (.)
σν(.) σ0T (.) : ∂mν
⎞
⎠





‖σS(u1)− divTσ0T (u2)‖2L2(Γ,T (Γ)) + ‖σν(u1) + σ0T (u2) : ∂mν‖2L2(Γ)
) 1
2
On montre le re´sultat d’existence et d’unicite´ suivant:
Theoreme 1.1. (i)Si f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), g ∈ L1(0, T ;L2(Γ)), (u01,u02)
∈ V et (u11,u12) ∈ H alors le proble`me (1.5) admet une solution (faible)
unique u telle que:
(u,u|Γ) ∈ C0([0, T ];V) ∩ C1([0, T ];H)
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et il existe une constante positive C1 ne de´pendant que de Ω telle que:
‖(u,u|Γ)‖L∞(0,T ;V) + ‖(u′,u′|Γ)‖L∞(0,T ;H) ≤ C1
(‖f‖L1(0,T ;L2(Ω))+
‖g‖L1(0,T ;L2(Γ)) +‖(u01,u02)‖V + ‖(u11,u12)‖H
)
(ii)Si f ∈ L1(0, T ;V), g = f|Γ, (u01,u02) ∈ D(A) et (u11,u12) ∈ V alors la
solution u du proble`me (1.5) est telle que:
(u,u|Γ) ∈ C0([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];V)
et il existe une constante positive C2 ne de´pendant que de Ω telle que:




De plus on a:




2 (Ω)×H2(Γ, T (Γ))× L2(Γ)
)





+ ‖uT ‖L∞(0,T ;H2(Γ,T (Γ))+
‖σ(u).ν)‖L∞(0,T ;L2(Γ,T (Γ)) ≤
C3
(‖f‖L1(0,T ;V) + ‖(u01,u02)‖D(A) + ‖(u11,u12)‖V)
On conside`re maintenant le proble`me:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
ϕ′′1 − divσ(ϕ1) = f1 dans QT ,
ϕ′′2T + σS(ϕ1)− divTσ0T (ϕ2) = f2T sur ΣT ,
ϕ′′2ν + σν(ϕ1) + σ0T (ϕ2) : ∂mν = f2ν sur ΣT ,











et on suppose que ϕ0 = (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ V et ϕ1 = (ϕ11, ϕ12) ∈ H. L’e´nergie de















σ0T (ϕ2) : 
0
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On pose f = (f1, f2) avec f2 = f2T + f2νν; si f = 0 on dira que le
proble`me (1.6) est homoge`ne; l’e´nergie est alors une constante qui sera
note´e E0.
Soit x0 ∈ R3; on pose: q(x) = x − x0 et R(x0) = Max{|x − x0|;x ∈
Ω} ; on de´signe par ∇T le gradient tangentiel et par ΔT le laplatien
tangentiel; on de´montre le the´ore`me d’unicite´ suivant:
Theoreme 1.2. Soient ϕ0 = (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ D(A) et ϕ1 = (ϕ11, ϕ12) ∈ V.
Il existe trois constantes positives δ, γ et c1, qui ne de´pendent que de




γ) alors l’e´nergie E0 de la solution
ϕ = (ϕ1, ϕ2) du proble`me homoge`ne (1.6) ve´riﬁe l’estimation:













(|ϕ2|2 + |ϕ′2|2 + σ0T (ϕ2) : 0T (ϕ2) + |∇Tϕ1ν |2 + |σ(ϕ1).ν|2) dΣ
)
(1.8)
Pour donner un sens au tenseur de courbure on suppose que la frontie`re
Γ de Ω est de classe C3 (cf.[6]).
L’estimation (1.8) permet une mise en oeuvre de la me´thode d’unicite´
hilbertienne, (H.U.M.), de J.L. Lions,(cf.[9]), qui conduit au re´sultat de
controˆlabilite´ exacte suivant:





γ) ou` δ et γ sont deux constantes qui ne de´pendent
que de Ω, un espace de Hilbert F et un isomorphisme Λ : F ↪→ F ′ qui
ve´riﬁent:
(i) Pour tout (ρ1,−ρ0) ∈ F ′ il existe un controˆle g = gT + gνν tel que
la solution u du proble`me (1.5) avec f = 0, T > T0 et les conditions
initiales (u,u|Γ)(0) = ρ0, (u,u|Γ)′(0) = ρ1 ve´riﬁe: u(T ) = u′(T ) =
0.
(ii) On pose (ϕ0, ϕ1) = Λ−1(ρ1,−ρ0) et on note ϕ = (ϕ1, ϕ2), (ϕ2 =
ϕ1|ΣT ) la solution du proble`me homoge`ne (1.6) correspondant; alors le
controˆle g est donne´ par:
{
gT = divTσ0T (ϕ1)− ϕ1T + ∂tϕ′1T
gν = −σ0T (ϕ1) : ∂mν − ϕ1ν + ∂tϕ′1ν + ΔTϕ1ν
(1.9)
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∂t est la de´rivation au sens de la dualite´, (cf. remarque 5.4.)
Dans ce travail on adopte le plan suivant: Au paragraphe 2 on donne
quelques notations et quelques re´sultats pre´liminaires de ge´ome´trie in-
trinse`que pour les surfaces de R3. Le paragraphe 3 est consacre´ a` la
de´monstration du the´ore`me 1.1. Au pragraphe 4 on e´tablit une identie´
qui permet de montrer le the´ore`me 1.2. Au paragraphe 5 on de´montre
le the´re`me 1.3.
2 Notations et re´sultats pre´liminaires
On reprend les de´ﬁnitions et les notations donne´es en introduction. La
convention de l’indice re´pe´te´ est adopte´e:
tr(τ)= τ11 + τ22 + ... = τii, v.w = viwi, σ(v) : (v) = σij(v)ij(v).
Comme Γ est de classe C2, pour tout point m de Γ on peut trouver
un C2-diﬀe´omorphisme χ d’un ouvert Γˆ de R2 (rapporte´ au syste`me
orthonorme´ (0, ξ1, ξ2)) sur un voisinage ouvert de m dans Γ. Les vecteurs
aα = ∂χ/∂ξα(χ−1(m)), α ∈ {1, 2} engendrent le plan Tm(Γ) tangent en
m a` Γ. On note par T(Γ) le ﬁbre´ tangent, (cf.[1],[7],[12]). Soit G le
tenseur me´trique associe´ a` χ de composantes: gαβ = aα.aβ, ∀(α, β) ∈
{1, 2}2 et (gαβ)1≤α,β≤2 le tenseur inverse. La base duale de {aα}α=1,2
est de´ﬁnie par: aα(m).aβ(m) = δαβ , (symbole de Kreonecker).
A un champ tangent vT = vαaα on associe, par le produit scalaire de
R
3, le champ de formes line´aires: vT = vαaα avec vα = gαβvβ.
Tout champ vectoriel v de´ﬁni sur Γ s’e´crit: v = vT + vνν ou` vT (m) =
π(m)v(m) est la projection orthogonale de v(m) sur Tm(Γ) et
vν(m) = ν(m)v(m). Soit vT (m) un champ re´gulier de vecteurs tangents
de´ﬁni sur Γ; on de´ﬁnit la de´rive´e ∂mvT de vT sur Γ par: ∂mvT =
(∂αvT )aα, (∂α est la de´rive´e par rapport a` ξα); c’est une application
line´aire qui applique le plan tangent dans R3 et non dans lui- meˆme. On
de´ﬁnit alors les symboles de Cristoﬀel Γλαβ par:
Γλαβ = a
λπaα,β avec aα,β = ∂2αβχ, α, β = 1, 2
La de´rive´e covariante du champ vT sur Γ est π∂mvTπ; elle applique le
plan tangent dans lui- meˆme; si vT = vαaα, la de´ﬁnition des symboles
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de Cristoﬀel montre que:




On de´ﬁnit l’ope´rateur de courbure de Γ par: ∂mν = (∂αν)aα; c’est un
endomorphisme syme´trique du plan tangent. Ses valeurs propres sont
les courbures principales de Γ (cf.[1],[7],[12]).
De ν¯vT = 0 on obtient par de´rivation ν¯(∂mvT ) + vT (∂mν) = 0, ce qui
permet d’e´crire la de´rive´e de v sous la forme:
∂mv = π∂mvTπ − νvT (∂mν) + ν(∂mvν) + vν(∂mν)
A un champ scalaire re´gulier w de´ﬁni sur Γ on associe le champ de formes
line´aires du plan tangent de´ﬁni par:
(∂mw)(m) = w,α(m)aα(m).
Le vecteur transpose´ de la forme (∂mw)(m) est le gradient tangentiel
note´ (∇Tw)(m).
2.1 De´formations et contraintes
Soit v : Ω→ R3 un champ assez re´gulier; on de´signe par ∇ son gradient;
on a sur Γ (cf.[1],[7],[12]):
dv = ∇v = π(∂mvT )π + vν(∂mν) + (∂νvT )ν¯+
ν ((∂mvν)− vT (∂mν) + (∂νvν)ν¯) (2.1)
Les relations (1.1)- (1.4) sont une conse´quence directe de (2.1).
Remarque 2.1. Soit v ∈ H1(Ω); des formules (1.1)-(1.4) on obtient:
(v) : (v) = T (v) : T (v) + 2|S(v)|2 + |ν(v)|2;
σ(v) : (v) = 2μ
(
T (v) : T (v) + |ν(v)|2
)
+ 4μ|S(v)|2
+λ (tr(T (v)) + ν(v))
2 .
On aura a` conside´rer les espaces:
LS(Tm(Γ)) est l’espace des endomorphismes syme´triques de Tm(Γ).
LS(T (Γ)) est l’espace des ope´rateurs syme´triques de T (Γ); Un champ
τ : Γ → T (Γ) appartient a` LS(T (Γ)) si τ(m) appartient a` LS(Tm(Γ))
pour tout m ∈ Γ.
Remarque 2.2. (∂mν)(m) est un e´le´ment de LS(Tm(Γ)); ses valeurs
propres sont les courbures principales de Γ en m.
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2.2 Quelques espaces fonctionnels
Soit vT : Γ → T (Γ) , vT (m) = vα(m)aα(m) un champ tangent; On
munit L2(Γ, T (Γ)) de la norme:













On munit H1(Γ, T (Γ)) de la norme:






Un champ τT : Γ→ LS(T (Γ)) appartient a` L2(Γ,LS(T (Γ))) si
(τT : τT )
1
2 : Γ→ R+ appartient a` L2(Γ); on pose:
‖τT ‖L2(Γ,LS(T (Γ))) = ‖ (τT : τT )
1
2 ‖L2(Γ)
Remarque 2.3. Si vT ∈ H1(Γ, T (Γ)), alors: T (vT ) ∈ L2(Γ,LS(T (Γ))).
Proposition 2.1. L’expression ‖.‖1H1(Γ,T (Γ)) de´ﬁnie par:
‖vT ‖1H1(Γ,T (Γ)) =
(∫
Γ
(|vT |2 + 0T (vT ) : 0T (vT )) dΓ
) 1
2
est une norme sur H1(Γ, T (Γ)) e´quivalente a` la norme de´ﬁnie en (2.2).
Preuve. Il suﬃt de prouver l’existence d’une constante C > 0 telle
que:
‖ vT ‖H1(Γ,T (Γ))≤ C‖vT ‖1H1(Γ,T (Γ)), ∀vT ∈ H1(Γ, T (Γ))
S’il n’en e´tait pas ainsi, il existerait une suite {vkT } ⊂ H1(Γ, T (Γ))
ve´riﬁant:
‖ vkT ‖H1(Γ,T (Γ))= 1, ∀k ∈ IN, vkT −→ 0 dans L2(Γ, T (Γ))
T (vkT ) −→ 0 dans L2(Γ, LS(T (Γ)))
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T a2; les expressions de π∂mvTπ et du conjugue´
















dans L2(Γ). En prenant α = β, on obtient: vk1,1 +v
k2








= gαηvkα,β + gβμv
kμ
,η → 0 dans L2(Γ).
En prenant (β, η) = (1, 1), (β, η) = (2, 2) et (β, η) = (1, 2) on obtient les
limites suivantes dans L2(Γ): (g11vk1,1 +g21v
k2
,1 )→ 0, (g22vk2,2 +g21vk1,2 )→
0, (g11vk1,2 +g22v
k2
,1 → 0. Posons: wkT = GvkT = wk1a1+wk2a2. De vkT →





















tendent vers 0 dans L2(Γ).




dans H1(Γ) × H1(Γ). D’ou` (vk1, vk2) → 0 dans H1(Γ) × H1(Γ) ce
qui contredit la de´ﬁnition de la suite {vkT }.
Proposition 2.2. L’application: vT ↪→ vT − divTσ0T (vT ) est un iso-
morphisme de Hs(Γ, T (Γ)) sur Hs−2(Γ, T (Γ)) pour tout re´el s ≥ 1.
Preuve. La forme biline´aire:









est continue et coercive sur H1(Γ, T (Γ)) = (H10 (Γ, T (Γ))) d’apre`s la
proposition 2.1; alors pour tout f ∈ H−1(Γ, T (Γ)) il existe un unique
vT ∈ H1(Γ, T (Γ)) tel que: B(vT ,wT ) = (f,wT ), ∀wT ∈ H1(Γ, T (Γ)).
avec:
C2‖f‖H−1(Γ,T (Γ)) ≤ ‖vT ‖H1(Γ,T (Γ)) ≤ C1‖f‖H−1(Γ,T (Γ))
ce qui prouve que l’application vT ↪→ vT − divTσ0T (vT ) est un isomor-
phisme de H1(Γ, T (Γ)) sur H−1(Γ, T (Γ)).
L’ope´rateur vT ↪→ divTσ0T (vT ) e´tant elliptique, cette application
est aussi un isomorphisme de H2(Γ, T (Γ)) sur L2(Γ, T (Γ)). comme
H1(Γ, T (Γ)) = H10 (Γ, T (Γ)) on de´duit par interpolation que cette ap-
plication est un isomorphisme de H2−s(Γ, T (Γ)) sur H−s(Γ, T (Γ)) pour
tout re´el s compris entre 0 et 1,(cf.[10]). On termine par interpolation
graˆce a` l’ellipticite´ de l’ope´rateur vT ↪→ divTσ0T (vT ).
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2.3 Densite´ et re´gularite´
Lemme 2.1. Soit H(divσ) l’espace de´ﬁni par:
H(divσ) = {v ∈ L2(Ω) : divσ(v) ∈ L2(Ω)}







On peut de´ﬁnir une application continue
H(divσ) −→ H− 12 (Γ)×H− 32 (Γ), v −→ (v|Γ, (σ(v).ν)|Γ)
Preuve. Soient w ∈ H 32 (Γ) et w˜ ∈ H2(Ω) (un rele`vement continu)





On montre que le terme de droite ne de´pend pas du rele`vement w˜; il




Ce terme est nul si w˜ est un e´le´ment de D(Ω,R3) et par densite´ il sera
nul pour tout e´le´ment de H20(Ω). On a:





γ˜1v est donc un e´le´ment de H−
3





γ˜1 est donc continue de H(divσ) dans H−
3
2 (Γ) et si v est re´gulie`re on a
γ˜1v = (σ(v).ν)|Γ.
Soient w ∈ H 12 (Γ) et w˜ ∈ H2(Ω) (un rele`vement continu) ve´riﬁant w˜|Γ =
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On ve´riﬁe, comme pre´ce´demment, que γ0 est bien de´ﬁnie et on a:





γ0v est donc un e´le´ment de H−
1





γ0 est donc continue de H(divσ) dans H−
1
2 (Γ) et si v est re´gulie`re on a
γ0v = v|Γ.























D(Ω¯,R3) est dense dans H1(divσ)
Preuve. Soit v ∈ H1(divσ), et f = v−divσ(v) ∈ L2(Ω); on conside`re
{fk} ⊂ D (Ω¯,R3) telle que: fk −→ f dans L2(Ω) et {gk} ⊂ D (Γ,R3)
telle que: gk −→ v|Γ dans H
1
2 (Γ,R3). Soit vk la solution du proble`me:{
vk − divσ(vk) = fk dans Ω,
vk|Γ = gk sur Γ.
On a: {vk} ⊂ D(Ω¯,R3), vk −→ v dans H1(Ω) et divσ(vk) −→ divσ(v)
dans L2(Ω) donc vk −→ v dans H1(divσ).
Corollaire 2.1. L’application:
L : D(Ω¯,R3) ↪→ H− 12 (Γ)
v ↪→ σ(v)ν = σS(v) + σν(v)ν
se prolonge de fac¸on unique en une application continue:
H
1(divσ) ↪→ H− 12 (Γ).
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(divσ(u).v˜ + σ(u) : (v˜)) dx
ou` v ↪→ v˜ est un rele`vement continu de H 12 (Γ) dans H1(Ω); il existe alors
une constante positive C telle que:




On applique ensuite le lemme 2.2.




(σ(v) : (v)+ | v |2)dx +
∫
Γ










H1(Ω) + ‖ vT ‖2H1(Γ,T (Γ))
) 1
2
Preuve. On montre qu’il existe C > 0 tel que:
‖ v ‖V≤ C |‖ v |‖V, ∀v ∈ V
Dans le cas contraire on aurait une suite {vk} ⊂ V qui ve´riﬁe:
‖ vk ‖H1(Ω) + ‖ vkT ‖H1(Γ,T (Γ))= 1, et |‖ vk |‖V→ 0
De l’ine´galite´ de Korn il vient: vk → 0 dans H1(Ω). Alors vkT → 0






k)dΓ → 0 donne: 0T (vkT ) → 0 dans L2(Γ, LS(T (Γ))). La propo-
sition 2.1 montre que: vkT → 0 dans H1(Γ, T (Γ)) ce qui avec vk → 0
dans H1(Ω) donne une contradiction.




σ(v) : (v)dx +
∫
Γ
(σ0T (v) : 
0








H1(Ω) + ‖ vT ‖2H1(Γ,T (Γ))
) 1
2
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Preuve. On sait de [9] qu’il existe δ > 0 tel que:∫
Ω
| ∇v |2 dx ≤ δ
(∫
Ω
σ(v) : (v)dx +
∫
Γ
| v |2 dΓ
)
, ∀v ∈ H1(Ω).
Ce qui montre que ‖.‖ est bien une norme sur V; pour montrer qu’elle
est e´quivalente a` ‖.‖V on suppose le contraire; nous aurons une suite
{vk} ⊂ V qui ve´riﬁe:{ ‖vk‖H1(Ω) + ‖vkT ‖H1(Γ,T (Γ)) = 1
‖vk‖ −→ 0
Alors vk|Γ → 0 dans L2(Γ) et 0T (vkT ) → 0 dans L2(Γ, LS(T (Γ))). la
proposition 2.1 montre alors que: vkT → 0 dans H1(Γ, T (Γ)). Comme
l’injection de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte on obtient: vk → 0 dans
L
2(Ω) (il s’agit en fait d’une sous suite). L’ine´galite´ de Korn montre
alors que: vk → 0 dans H1(Ω) ce qui joint a` vkT → 0 dans H1(Γ, (T (Γ)))
donne une contradiction.
Proposition 2.5. On donne uT ∈ H 32 (Γ, T (Γ)) et wν ∈ H 12 (Γ). Il
existe v ∈ H2(Ω) ve´riﬁant: vT = uT , σν(v) = wν sur Γ et il existe une













Preuve. Soit w1 la solution du proble`me:{
w1 − divσ(w1) = 0 dans Ω
w1T = uT , w1ν = 0 sur Γ.
Alors w1 ∈ H2(Ω) et ‖w1‖H2(Ω,R3) ≤ C‖uT ‖H 32 (Γ,T (Γ)).
On a: σ(w).ν = σS(w) + σν(w)ν ; soit w2 la solution du proble`me:{
w2 − divσ(w2) = 0 dans Ω
σ(w2).ν = (wν − σν(w1))ν sur Γ
Alors w2 ∈ H2(Ω) et
‖w2‖H2(Ω) ≤ C‖wν − σν(w1)‖H 12 (Γ).
Pour η positif assez petit on pose:
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Ωη = {M : OM = Om + xνν(m),m ∈ Γ,−η < xν < 0}
Soit χ ∈ C∞([−η, 0]) telle que: χ = 1 au voisinage de ze´ro et χ = 0 au
voisinage de −η. Si w2T = wα2 aα on conside`re w˜α2 un rele`vement continu
de wα2 dans H
2(Ω) puis on pose: w3T (m,xν) = χ(xν)w˜α2 (m,xν)aα et
w3 = w3T dans Ωη et ze´ro ailleurs. Alors w3 ∈ H2(Ω) et
‖w3‖H2(Ω) ≤ C‖w2‖H2(Ω) ≤ C‖wν − σν(w1)‖H 12 (Γ)
Soit w4ν un e´le´ment de H2(Ω) tel que:
w4ν|Γ = 0; (∂νw4ν)|Γ = λ(2μ + λ)−1tr (π∂mw3Tπ)|Γ et
‖w4ν‖H2(Ω) ≤ C‖tr(π∂mw3T )‖H 12 (Γ)
On pose: w4(m,xν) = χ(xν)w4ν(m,xν)ν(m) pour −η < xν < 0 et
w4 = 0 ailleurs. Alors: ‖w4‖H2(Ω) ≤ C‖wν − σν(w1)‖H 12 (Γ).
On termine la de´monstration en prenant: v = w1 + w2 −w3 + w4.
Proposition 2.6. Soit u ∈ V avec divσ(u) ∈ L2(Ω), uT ∈ H 32 (Γ, T (Γ))




‖u− divσ(u)‖L2(Ω) + ‖uT ‖H 32 (Γ,T (Γ)) + ‖σν(u)‖H 12 (Γ)
)
Preuve. D’apre`s la proposition 2.5 il existe v ∈ H2(Ω) tel que vT =













On pose: u = (u − v) + v et w = u − v; on a: wT = 0, σν(w)|Γ =
0 et divσ(w) ∈ L2(Ω); alors: w ∈ H2(Ω), et ‖w‖H2(Ω) ≤ C‖w −
divσ(w)‖L2(Ω),(cf.[11]), ce qui donne:
‖u‖H2(Ω) ≤ ‖v‖H2(Ω) + ‖w‖H2(Ω) ≤
C
(
‖u− divσ(u)‖L2(Ω) + ‖uT ‖H 32 (Γ,T (Γ)) + ‖σν(u)‖H 12 (Γ)
)
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Proposition 2.7. Soit
Z = {u ∈ V : divσ(u) ∈ L2(Ω), σS(u)− divTσ0T (u)





on a Z ⊂ H2(Ω) , uT ∈ H 52 (Γ, T (Γ)) ∀u ∈ Z et il existe une
constante positive C ne de´pendant que de Ω telle que:
‖u‖H2(Ω) + ‖uT ‖H 52 (Γ,T (Γ)) ≤ C‖σS(u)− divTσ
0
T (u)‖H 12 (Γ,T (Γ))
+C
(
‖u− divσ(u)‖L2(Ω) + ‖σν(u) + σ0T (u) : ∂mν‖H 12 (Γ)
)
, ∀u ∈ Z
Preuve. Soit u ∈ Z; d’apre`s le corollaire 2.1 on a
σS(u) ∈ H− 12 (Γ, T (Γ)); de σ0T (u) = σ0T (uT )+2μuν∂mν+λ∗uνtr(∂mν)I2
il vient alors
divTσ0T (uT ) ∈ H−
1
2 (Γ, T (Γ)) et donc uT ∈ H 32 (Γ, T (Γ)) d’apre`s la
proposition 2.2; on obtient σν(u) ∈ H 12 (Γ) et donc u ∈ H2(Ω) d’apre`s
la proposition 2.6 et il existe une constante positive C ne de´pendant que
de Ω telle que:
‖u‖H2(Ω) ≤ C
(
‖u− divσ(u)‖L2(Ω) + ‖uT ‖H 32 (Γ,T (Γ)) + ‖σν(u)‖H 12 (Γ)
)
On montre qu’il existe une constante positive C telle que:
‖u‖H2(Ω)+ ≤ C‖σS(u)− divTσ0T (u)‖H 12 (Γ,T (Γ))+
C
(
‖u− divσ(u)‖L2(Ω) + ‖σν(u) + σ0T (u) : ∂mν‖H 12 (Γ)
)
, ∀u ∈ Z
Si cela n’e´tait pas vrai il existerait une suite {uk} ⊂ Z telle que:⎧⎪⎨
⎪⎩
‖uk‖H2(Ω) = 1, uk − divσ(uk) −→ 0 dans L2(Ω),
σS(uk)− divTσ0T (uk) −→ 0 dans H
1
2 (Γ, T (Γ)),
σν(uk) + σ0T (u
k) : ∂mν −→ 0 dans H 12 (Γ).
(2.5)




σν(uk) + σ0T (u
















gkvdΓ, ∀v ∈ V
(2.6)
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{uk} e´tant borne´e dans H2(Ω) on a: uk → u ∈ H2(Ω) dans H2−s(Ω)





σ(u) : (v)dx +
∫
Γ
σ0T (u) : 
0
T (v)dΓ = 0, ∀v ∈ V
(2.7)
En prenant v = u dans (2.7) on obtient u = 0; il vient alors de (2.5)
divσ(uk) → 0 dans L2(Ω). De uk → 0 dans H1(Ω) et divσ(uk) → 0
dans L2(Ω) le corollaire 2.1 donne: σ(uk).ν = σS(uk) + σν(uk)ν → 0
dans H−
1
2 (Γ); de (2.5) on obtient alors divTσ
0
T (u
k) → 0 dans
H−
1
2 (Γ, T (Γ)). Comme uk|Γ → 0 dans H
3
2
−s(Γ), (0 < s < 12), et
σ0T (u
k) = σ0T (u
k














T ) → 0 dans H−
1
2 (Γ, T (Γ)) d’ou` ukT → 0 dans
H
3
2 (Γ, T (Γ)) d’apre`s la proposition 2.2.
De la dernie`re limite de (2.5) on obtient alors σν(uk) → 0 dans H 12 (Γ).
La proposition 2.6 montre que uk → 0 dans H2(Ω) ce qui contredit la
premie`re e´galite´ de (2.5).
Soit u ∈ Z; on a ∂νu ∈ H 12 (Γ); de (1.1)-(1.4) il vient
σS(u) ∈ H 12 (Γ, T (Γ)) d’ou` divTσ0T (u) ∈ H
1
2 (Γ, T (Γ)).
Comme:
σ0T (u) = σ
0
T (uT ) + σ
0
T (uνν) = σ
0
T (uT ) + 2μ(uν∂mν) + λ
∗uνtr(∂mν)I2
alors divTσ0T (uT ) ∈ H
1
2 (Γ, T (Γ)); la proposition 2.2 montre que
uT ∈ H 52 (Γ, T (Γ)) et il existe une constante positive C ne de´pendant





≤ C‖uT − divTσ0T (uT )‖H 12 (Γ,T (Γ)).
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On a:
‖divTσ0T (uT )‖H 12 (Γ,T (Γ)) ≤ ‖divTσ
0
T (u)− σS(u)‖H 12 (Γ,T (Γ))+
‖divTσ0T (uν∂mν)‖H 12 (Γ,T (Γ)) + ‖σS(u)‖H 12 (Γ,T (Γ)) ≤
C
(





‖σS(u)− divTσ0T (u)‖H 12 (Γ,T (Γ)) + ‖u− divσ(u)‖L2(Ω)+
‖σν(u) + σ0T (u) : ∂mν‖H 12 (Γ)
)
Remarque 2.5. On a: V = D(A 12 ) et D(A 32 ) = {U ∈ V : AU ∈ V}; Si
(u1,u2) ∈ D(A 32 ) alors:
◦ Les propositions 2.2 et 2.6 montrent que u1 ∈ H2(Ω) et et il existe une














◦ La proposition 2.7 montre que u1 ∈ H2(Ω), u2T ∈ H 52 (Γ, T (Γ)) et
et il existe une constante positive C qui ne de´pend que de Ω telle que:
‖u1‖H2(Ω) + ‖u2T ‖H 52 (Γ,T (Γ)) ≤
C‖σS(u1)− divTσ0T (u2)‖H 12 (Γ,T (Γ))+
C
(




D(A 32 ) ↪→ H2(Ω)×H 52 (Γ, T (Γ))×H 32 (Γ),
(v1, v2) −→ (v1, v2T , v2ν)
est continue.
Preuve. D’apre`s la proposition 2.7 il suﬃt de montrer qu’il existe une
constante positive C telle que:
‖v1‖H2(Ω) + ‖v2T ‖H 52 (Γ,T (Γ)) ≤ C‖v‖D(A 32 ), ∀v = (v1, v2) ∈ D(A
3
2 )
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Dans le cas contraire on aura une suite vk = (vk1 , v
k
2 ) ∈ D(A
3
2 ) qui ve´riﬁe:
‖vk1‖H2(Ω) + ‖vk2T ‖H 52 (Γ,T (Γ)) = 1 et ‖v
k‖




⎝ −divσ(vk1 )σS(vk1 )− divTσ0T (vk2 )








−(divσ(vk1 )Γ)T = σS(vk1 )− divTσ0T (vk2 ),




= ‖vk‖2V + ‖Avk‖2V = ‖vk1‖2H1(Ω) + ‖divσ(vk1 )‖2H1(Ω)+
‖vk2T ‖2H1(Γ,T (Γ)) + ‖σS(vk1 )− divTσ0T (vk2 )‖2H1(Γ,T (Γ))
La proposition 2.7 donne alors une contradiction:
3 Existence et re´gularite´ des solutions




u− divσ(u) = f dans Ω
σS(u)− divTσ0T (u) = gT sur Γ
σν(u) + σ0T (u) : ∂mν = gν sur Γ
(3.1)
admet une solution unique u ∈ V; de plus u ∈ H2(Ω) , uT ∈
H
5
2 (Γ, T (Γ)) et il existe une constante positive C qui ne de´pend que
de Ω telle que:
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Preuve. Le proble`me (3.1) a pour formulation variationnelle:∫
Ω
(uv + σ(u) : (v)) dx +
∫
Γ







gvdΓ, ∀v ∈ V
D’apre`s la proposition 2.3 ce proble`me admet une solution unique u dans
V; il suﬃt alors d’appliquer la proposition 2.7.
Proposition 3.2. Soient f ∈ L2(Ω) et g = gT + gνν ∈ L2(Γ). Le
proble`me: ⎧⎨
⎩
u− divσ(u) = f dans Ω
σS(u)− divTσ0T (u) = gT sur Γ
σν(u) + σ0T (u) : ∂mν = gν sur Γ
(3.2)
admet une solution unique u ∈ V; de plus u ∈ H 32 (Ω) , uT ∈ H2(Γ, T (Γ)) ,
σ(u).ν ∈ L2(Γ) et il existe une constante positive C qui ne de´pend que





+ ‖σ(u).ν‖L2(Γ) + ‖uT ‖H2(Γ,T (Γ)) ≤ C
(‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(Γ))
Preuve. On suppose que f ∈ V′ et g ∈ H− 12 (Γ). Le proble`me (3.2) a
pour formulation variationnelle:∫
Ω
(uv + σ(u) : (v)) dx +
∫
Γ












, ∀v ∈ V
D’apre`s la proposition 2.3 le proble`me (3.2) admet une solution (faible)
unique u dans V et il existe une constante positive C qui ne de´pend que
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L’application (f ,g) → (u, σ(u).ν) est donc continue de L2(Ω) ×
H
− 1
2 (Γ) dans H1(Ω)×H− 12 (Γ) .
D’autre part, d’apre`s la proposition 3.1, cette application est continue
de L2(Ω)×H 12 (Γ) dans H2(Ω)×H 12 (Γ). On obtient, par interpolation,
une application continue de L2(Ω)× L2(Γ) dans H 32 (Ω)× L2(Γ).
De (3.2) il vient divTσ0T (u) ∈ L2(Γ, T (Γ)) d’ou` divTσ0T (uT ) =
divTσ0T (u)−divT (2μuν∂mν + λ∗uνtr(∂mν)) ∈ L2(Γ, T (Γ)) puisque uν ∈
H1(Γ) ; la proposition 2.2 donne alors uT ∈ H2(Γ, T (Γ)) et







+ ‖σS(u)− divTσ0T (u)‖L2(Γ,T (Γ)) + ‖σS(u)‖L2(Γ,T (Γ))+
‖ divTσ0T (uνν)‖L2(Γ,T (Γ))
)
≤ C (‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(Γ))
Proposition 3.3. Si (u1,u2) ∈ D(A) alors u1 ∈ H 32 (Ω) , u2T ∈
H2(Γ, T (Γ)) , σ(u).ν ∈ L2(Γ) et l’application:
D(A) −→ H 32 (Ω)×H2(Γ, T (Γ))× L2(Γ)
(u1,u2) −→ (u1,u2T , σ(u1).ν)
est continue.
Preuve. On rappelle que (u1,u2) ∈ D(A) si et seulement si (u1,u2) ∈
V et ⎧⎨
⎩
u1 − divσ(u1) ∈ L2(Ω),
σS(u1)− divTσ0T (u2) ∈ L2(Γ, T (Γ)),
σν(u1) + σ0T (u2) : ∂mν ∈ L2(Γ)
(3.3)




‖σS(u1)− divTσ0T (u2)‖2L2(Γ,T (Γ)) + ‖σν(u1) + σ0T (u2) : ∂mν‖2L2(Γ)
) 1
2
Il suﬃt alors d’appliquer la proposition 3.2.
On pose: u = u1, u|Γ = u2, U = (u1,u2), g = gT + gνν,





2) alors le proble`me (1.5)
s’e´crit:
U ′′ +AU = F, U(0) = U0, U ′(0) = U1 (3.4)
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Lemme 3.1. L’injection V → H est compacte a` image dense.
Preuve. On commence par montrer la densite´ de V dans H; Soit
(v1,v2) ∈ H; On conside`re une suite {wk2} ⊂ D(Γ,R3) qui converge vers
v2 dans L2(Γ) et uk2 la solution du proble`me:{




alors uk2 → u2 dans L2(Ω) solution du proble`me:{
u2 −Δu2 = 0 dans Ω
u2|Γ = v2 sur Γ
Soit {wk1} une suite de D(Ω,R3) qui converge vers v1 − u2 dans L2(Ω).








1|Γ) est alors une suite de V qui converge
vers (v1,v2) dans H.
La compacite´ de l’injection V → H est une conse´quence imme´diate de
la compacite´ de l’injection H1(Ω)→ L2(Ω). Le the´ore`me (1.1) de´coule
du the´ore`me qui suit et de la proposition 3.3.
Theoreme 3.1. On donne: s ≥ 0 un nombre re´el , F ∈ L1(0, T ;D(As)),
U0 ∈ D(As+ 12 ) et U1 ∈ D(As). Le proble`me (3.4) admet une solution
unique:
U ∈ C0([0, T ];D(As+ 12 )) ∩ C1([0, T ];D(As)) et il existe une constante
positive C ne de´pendant que de Ω telle que:
‖U‖




‖F‖L1(0,T ;D(As)) + ‖U0‖D(As+12 ) + ‖U
1‖D(As)
)
Preuve. L’ope´rateur A est positif, auto-adjoint; d’apre`s le lemme (3.1)
l’injection: V ↪→ H est compacte a` image dense; D(A) est alors dense
dans V et il existe dans H un syste`me de´nombrable de vecteurs propres
de A complet dans H et dans D(A) . Si AUk = λkUk, k = 1, 2, ... alors:
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ou` ((., .)H est le produit scalaire de H). Il suﬃt alors d’e´crire explicite-



















Remarque 3.1. Le proble`me (3.4) admet la formulation variationnelle:
{
(U ′′, V ) + a(U, V ) = (F, V ), ∀V = (v1,v2) ∈ V,
U(0) = U0, U ′(0) = U1 (3.5)
avec:
a(U, V ) =
∫
Ω
σ(u1) : (v1)dx +
∫
Γ
σ0T (u2) : 
0
T (v2)dΓ
Remarque 3.2. On suppose: F ∈ L1(0, T ;H), U0 ∈ V et U1 ∈ H;









Proposition 4.1. Soient q ∈ W1,∞(Ω¯), (ϕ0, ϕ1) ∈ D(A) × V et f =
(f1, f2) ∈ L1(0, T ;V); la solution ϕ = (ϕ1, ϕ2) du proble`me (1.6) corre-
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spondant ve´riﬁe l’identite´:
(ϕ′1, (q∇)ϕ1)Ω|T0 + (ϕ′2T , (π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν(∂mν))qT )Γ|T0 +
(ϕ′2ν , (−ϕ1T (∂mν))qT )Γ |T0 +
∫
QT



















2μ0T (ϕ1) + λtr(
0
T (ϕ1))i2) : 
0
T (ϕ1)+















(σ0T (ϕ2) : ∂mν)ϕ1T (∂mν)qTdΣ+∫
ΣT























ou` R est le tenseur de courbure de Γ, (cf.[6]); c’est un tenseur une fois
contravariant et trois fois covariant de composantes:
Rδαβγ = Γδγα,β − Γδβα,γ + ΓδβrΓrγα − ΓδγrΓrβα, 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ 2
Les Γνλμ sont les symboles de Cristoﬀel, (cf.[1],[7],[12]).
Preuve. Les calculs qui suivent sont justiﬁe´s par le point (ii) du
the´ore`me 1.1. On multiplie:







(|ϕ′1|2 − σ(ϕ1) : (ϕ1)) dxdt+∫
QT
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La deuxie`me e´quation de (1.6) par (π∂mϕ1Tπ+ϕ1ν∂mν)qT et on inte`gre
sur ΣT ; on obtient:












σ0T (ϕ2) : π∂m ((π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν(∂mν))qT ) dΣ+∫
ΣT
σS(ϕ1) (π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν∂mν)qTdΣ =∫
ΣT
f2T (π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν∂mν)qTdΣ
La troisie`me e´quation de (1.6) par (−ϕ1T∂mν)qT et on inte`gre sur ΣT ;
on obtient:


















La somme des trois e´galite´s pre´ce´dentes donne:
(ϕ′1, (q∇)ϕ1)Ω|T0 + (ϕ′2T , (π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν∂mν)qT )Γ|T0 +





(|ϕ′1|2 − σ(ϕ1) : (ϕ1))dxdt+∫
QT



























(σ0T (ϕ2) : ∂mν)(−ϕ1T∂mν)qTdΣ+∫
ΣT
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Sachant que (q∇)ϕ1 = ∇ϕ1.q , on obtient de (2.1):
(σ(ϕ1).ν)(q∇)ϕ1 = σS(ϕ1)(π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν∂mν)qT+
σν(ϕ1)(∂mϕ1ν − ϕ1T∂mν)qT + qν(σ(ϕ1).ν)∂νϕ1
Enﬁn, un calcul trop long pour eˆtre donne´ ici, montre que:
σ0T (ϕ2) : π∂m ((π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν(∂mν))qT )π =








∂m(σ0T (ϕ2) : 
0
T (ϕ2))qT−
(σ0T (ϕ2) : ∂mν)(∂mϕ1ν)qT + (R : σ0T (ϕ1)) : (ϕ1T
⊗
qT )
En remplac¸ant les termes pre´ce´dents par leurs valeurs on obtient:
(ϕ′1, (q∇)ϕ1)Ω|T0 + (ϕ′2T , (π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν(∂mν))qT )Γ|T0−













(σ(ϕ1) : (ϕ1)− 2(σ(ϕ1)ν)(∂νϕ1)− |ϕ′1|2)dΣ−∫
ΣT







(|ϕ′2T |2 − σ0T (ϕ1) : 0T (ϕ1))dΣ+∫
ΣT
(σ0T (ϕ2) : (π∂mϕ2Tπ + ϕ2ν∂mν)(π∂mqTπ))dΣ+∫
ΣT
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Les relations (1.1)-(1.4) et la remarque 2.1 donnent:
σ(ϕ1) : (ϕ1)− 2(σ(ϕ1)ν)(∂νϕ1) = σT (ϕ1) : T (ϕ1)+
2σS(ϕ1)S(ϕ1)− 2σS(ϕ1)∂νϕ1T − σν(ϕ1)ν(ϕ1) =
(2μT (ϕ1) + λtr(T (ϕ1))I2) : T (ϕ1) + λν(ϕ1)tr(T (ϕ1))+
2σS(ϕ1) (S(ϕ1)− ∂νϕ1T )− σν(ϕ1)ν(ϕ1) =(






(|∂mϕ1ν − (∂mν)ϕ1T |2 − |∂νϕ1T |2)− (2μ + λ)|∂νϕ1ν |2
D’ou`:∫
ΣT
(σ(ϕ1) : (ϕ1)− 2(σ(ϕ1)ν)(∂νϕ1)) dΣ =∫
ΣT
((2μ0T (ϕ1) + λtr(
0
T (ϕ1))i2) : 
0
T (ϕ1)+
μ|∂mϕ1ν − (∂mν)ϕ1T |2 − μ|∂νϕ1T |2 − (2μ + λ)|∂νϕ1ν |2)dΣ
(4.4)
On obtient (4.1) a` partir de (4.3) et (4.4).
Lemme 4.1. Pour tout champ scalaire η de´ﬁni sur Γ et tout champ
tangent vT suppose´s re´guliers on a:
(∂mη)vT = tr(vT∂mη) et divTvT = tr(π∂mvTπ)
Preuve. Si vT = vαaα alors tr(vT∂mη) = aα(vT∂mη)aα = vα∂αη.
D’autre part (∂mη)vT = (∂βη)aβ(vαaα) = (∂αη)vα, ce qui montre la
premie`re relation.
Soit ψ ∈ D(Γ) un champ scalaire; par de´ﬁnition on a, (d’apre`s la


















Si τT est un champ re´gulier d’endomorphismes du plan tangent a` Γ et
vT un champ tangent re´gulier on a par de´ﬁnition:∫
Γ
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On a pour tout wT ∈ D(Γ, T (Γ))
∫
Γ
(divT I2)wTdΓ = −
∫
Γ




par de´ﬁnition de divTwT , d’ou` divT I2 = 0, ce qui termine la
de´monstration.
Lemme 4.2. Pour q = x− x0 = qT + qνν on a
⎧⎨
⎩
π∂mqTπ + qν∂mν = I2
∇T qν = (∂mν)qT
divTqT = 2 − qνtr(∂mν)
(4.5)
Preuve. On a, (cf.[1],[7],[12]):
∇q = I3 et ∇q|Γ =
(
π∂mqTπ + qν∂mν, ∂mqν − (∂mν)qT
∂νqT ∂νqν
)
Ce qui donne: π∂mqTπ+qν∂mν = I2 et ∂mqν−(∂mν)qT = 0; la premie`re
relation de (4.5) est obtenue par transposition, sachant que l’ope´rateur
de courbure ∂mν est syme´trique; la troisie`me relation de´coule du lemme
4.1 et de la premie`re relation de (4.5).
Proposition 4.2. Soient q = x − x0, ϕ0 = (ϕ01, ϕ02) ∈ D(A) et ϕ1 =
(ϕ11, ϕ
1
2) ∈ V. La solution ϕ = (ϕ1, ϕ2) du proble`me homoge`ne (1.6)
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ve´riﬁe l’identite´:
TE0 + (ϕ′1, (q∇)ϕ1 + ϕ1)Ω|T0 + (ϕ′2T , (π∂mϕ1Tπ









(|ϕ′2|2 + μ(|∂νϕ1T |2 − |∂mϕ1ν − (∂mν)ϕ1T |2)− (2μ0T (ϕ1)+






((|ϕ′2T |2 − σ0T (ϕ2) : 0T (ϕ2))tr(∂mν)+
2(σ0T (ϕ1) : (π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν∂mν)∂mν + (2μ + λ)|∂νϕ1ν |2)dΣ+∫
ΣT












Preuve. Il suﬃt de montrer l’identite´ (4.6) pour (ϕ0, ϕ1) ∈ D(A 32 )×
D(A) et de ge´ne´raliser par un argument de densite´. On commence par











(σ0T (ϕ2) : 
0
T (ϕ2) + |ϕ′2|2)dΓ (4.7)
D’apre`s la remarque 3.1 ϕ ve´riﬁe: (ϕ′′, v) + a(ϕ, v) = 0,∀v ∈ V; en
prenant v = ϕ on obtient: ∂t(ϕ′, ϕ)H − ‖ϕ′‖2H + a(ϕ,ϕ) = 0, d’ou`




(|ϕ′|2H − a(ϕ,ϕ)) dt. (4.8)
On obtient (4.6) a` partir de (4.1) en tenant compte de (4.5), (4.7) et
(4.8).
Soit x0 ∈ R3; on pose: q(x) = x− x0 et R(x0) = Max{|x− x0|;x ∈
Ω} .
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Proposition 4.3. Soient ϕ0 = (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ D(A) et ϕ1 = (ϕ11, ϕ12) ∈
V. Il existe trois constantes positives δ, γ et c2, qui ne de´pendent




γ) et M = Max{(1 +
γR(x0)) 1√γ , 2(R(x0)
√
δ)−1) alors l’e´nergie E0 de la solution ϕ = (ϕ1, ϕ2)
du proble`me homoge`ne (1.6) ve´riﬁe l’identite´:






























(|ϕ′2T |2 − σ0T (ϕ2) : 0T (ϕ2))tr(∂mν)+













Preuve. On majore les termes inte´gre´s de la relation (4.6) par la
me´thode de V. KOMORNIK (cf.[5],[9]). On pose:
ξ(t) =
(





ϕ′1(t), (qk∂kϕ1(t) + ϕ1(t)
)
Ω
( ∂k de´signe la de´rive´e par rapport a` la variable d’espace xk).
On a:








260 REVISTA MATEMA´TICA COMPLUTENSE
(2001) vol. XIV, num. 1, 231-270
heminna controˆlabilite´ exacte d’un proble`me de Ventcel . . .
ou` α est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:






















, ∀v ∈ H1(Ω).
on obtient:
|qk∂kϕ1(t) + ϕ1(t)|2Ω ≤ γR(x0)2
∫
Ω













































































ϕ1|Γ est un e´le´ment de H1(0, T ;L2(Γ)) qui s’injecte continument dans
C0([0, T ];L2(Γ)); il existe alors une constante positive c1 telle que:
‖ϕ1‖2L∞(0,T ;L2(Γ)) ≤ c1
(
‖ϕ1‖2L2(0,T ;L2(Γ)) + ‖ϕ′1‖2L2(0,T ;L2(Γ))
)
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On obtient:






















(|ϕ1(t)|2 + |ϕ′1(t)|2) dΓ.
et














Pour majorer l’inte´grale sur Γ on pose: Y = YT + Yνν avec:
YT = (π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν∂mν)qT et Yν = −ϕ1T (∂mν)qT .







ou` β est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:








= |(π∂mϕ1Tπ + ϕ1ν∂mν)qT |2Γ + |(ϕ1T∂mν)qT |2Γ + |ϕ2|2Γ+∫
Γ


























D’apre`s la proposition (2.4), il existe δ > 0 tel que:







σ(ϕ1) : (ϕ1)dx +
∫
Γ
(σ0T (ϕ1) : 
0
T (ϕ1) + |ϕ1|2)dΓ
)
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(σ0T (ϕ1) : 
0








Le choix β = R(x0)
√
δ et la compacite´ de l’injection



















































(|ϕ1|2 + |ϕ′1|2) dΣ
Ce qui permet d’obtenir l’estimation (4.9).
de´monstration du the´ore`me 1.2
Preuve. On utilise l’estimation (4.9). On a ∂mϕ1ν = ∇Tϕ1ν . De
(1.1)- (1.4) on obtient:
∂νϕ1T = μ−1σS(ϕ1) + (∂mν)ϕ1T −∇Tϕ1ν
et
∂νϕ1ν = (2μ + λ)−1(σν(ϕ1)− λtr(0T (ϕ1)).
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|ϕ1|2 + σ0T (ϕ1) : 0T (ϕ1) + |σ(ϕ1).ν|2
)
dΣ
ou` C est une constante positive qui ne de´pend que de Ω.
De σ0T (ϕ1) = 2μ
0
T (ϕ1)+λ





∂mϕ1ν(σ0T (ϕ1)(∂mν)qT )dΣ| ≤ C
(
‖∇Tϕ1ν‖2L2(0,T ;L2(Γ,T (Γ))+






(|∇Tϕ1ν |2 + |ϕ1|2 + σ0T (ϕ1) : 0T (ϕ1)) dΣ
Les autres termes de (4.9) sont estime´s de fac¸on analogue en appliquant
la proposition 2.1.
5 Controˆlabilite´
5.1 Re´gularite´ des solutions faibles
Proposition 5.1. Soit f = ∂tg, g ∈ L1(0, T ;D(A)); alors le proble`me:
θ′′ +Aθ = f, θ(0) = θ′(0) = 0
admet une solution unique: θ ∈ C0([0, T ];D(A)). θ′(T ) est de´ﬁni comme
e´le´ment de V et il existe une constante C > 0 telle que:
‖θ‖L∞(0,T ;D(A)) + ‖θ′(T )‖V ≤ C‖g‖L1(0,T ;D(A))
Preuve. On prend g ∈ D(0, T ;D(A)) puis on ge´ne´ralise par densite´.
Soient α et β de´ﬁnies par:
α′′ +Aα = g, α(0) = α′(0) = 0 et
β′′ +Aβ = Ag, β(0) = β′(0) = 0.
264 REVISTA MATEMA´TICA COMPLUTENSE
(2001) vol. XIV, num. 1, 231-270
heminna controˆlabilite´ exacte d’un proble`me de Ventcel . . .
Alors α ∈ C0([0, T ];D(A 32 )) ∩ C1([0, T ];D(A)) et β ∈ C0([0, T ];V) ∩
C1([0, T ];H) et on a:
‖α‖
L∞(0,T ;D(A 32 )) + ‖α
′‖L∞(0,T ;D(A)) ≤ C‖g‖L1(0,T ;D(A))
‖β‖L∞(0,T ;V) + ‖β′‖L∞(0,T ;H) ≤ C‖Ag‖L1(0,T ;H) ≤ C‖g‖L1(0,T ;D(A))
or θ = α′ d’ou`: θ ∈ C0([0, T ];D(A)) et ‖θ‖L∞(0,T ;D(A)) ≤
C‖g‖L1(0,T ;D(A)); d’autre part: θ′ = α′′ = −Aα + g = −β + g d’ou`:
θ′(T ) = −β(T ) ∈ V et
‖θ′(T )‖V ≤ C‖g‖L1(0,T ;D(A))
5.2 Le proble`me adjoint
On donne: T > T0, ϕ0 = (ϕ01, ϕ
0
2) ∈ D(A), ϕ1 = (ϕ11, ϕ12) ∈ V; soit




(σ0T (ϕ1) : 
0
T (ϕ1) + |ϕ1|2 + |ϕ′1|2+
|∇Tϕ1ν |2 + |σ(ϕ1).ν|2)dΣ
(5.1)
Proposition 5.2. ‖.‖F est une norme sur D(A)×V; le comple´te´ F de
D(A)× V pour cette norme est contenu dans V ×H.
Preuve. D’apre`s (1.8) on a: ‖(ϕ0, ϕ1)‖V×H ≤ C‖(ϕ0, ϕ1)‖F d’ou` le
re´sultat.
Remarque 5.1. Soit (ϕ0, ϕ1) ∈ F , ϕ la solution du proble`me homoge`ne
(1.6) correspondant; alors on a ϕ′1 ∈ L2(ΣT ;R3), ∂νϕ1 ∈ L2(ΣT ;R3) et
ϕ1ν ∈ L2(0, T ;H1(Γ)).
Remarque 5.2. On a:
D(A)× V ⊂ F ⊂ V ×H et V ′ ×H ⊂ F ′ ⊂ D(A)′ × V ′.
Proposition 5.3. Soient f ∈ L1(0, T ;V) et {θ0, θ1} ∈ F . Si θ est la
solution du proble`me:
θ′′ +Aθ = f, θ(0) = θ0, θ′(0) = θ1
alors il existe une constante positive C ne de´pendant que de Ω telle que:∫
ΣT
(
σ0T (θ1) : 
0




dΣ ≤ C (‖f‖L1(0,T ;V) + ‖{θ0, θ1}‖F) (5.2)
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Preuve. On pose θ = p + q ou` p est la solution du proble`me avec
f = 0 et q la solution avec les conditions initiales nulles. Par de´ﬁnition
de F on a: ∫
ΣT
(
σ0T (p1) : 
0
T (p1) + |p1|2 + |p′1|2 + |∇T p1ν |2+
|σ(p1).ν|2
)
dΣ = ‖{θ0, θ1}‖2F
D’apre`s le point (ii) du the´ore`me 1.1 on a:




2 (Ω)×H2(Γ, T (Γ))× L2(Γ)
)





+ ‖q1T ‖L∞(0,T ;H2(Γ,T (Γ)))+




σ0T (q1) : 
0
T (q1) + |q1|2 + |q′1|2 + |∇T q1ν |2+
|σ(q1).ν|2
)
dΣ ≤ C‖f‖L1(0,T ;V).
On donne (ϕ0, ϕ1) ∈ F et on apelle ϕ la solution du proble`me ho-
moge`ne (1.6) correspondant. Soit (f, {θ0, θ1}) ∈ L1(0, T ;V) × F ; on
conside`re la forme line´aire L de´ﬁnie sur F par:




σ0T (ϕ1) : 
0





∇Tϕ1ν∇T θ1ν − (σ(ϕ1)ν)(σ(θ1)ν)) dΣ
(5.3)
ou` θ est la solution du proble`me:
θ′′ +Aθ = f, θ(0) = θ0, θ′(0) = θ1
Proposition 5.4. Il existe ψ ∈ L∞(0, T ;V ′) et (ρ1,−ρ0) ∈ F ′ uniques
tels que:






dt− (ρ1, θ0) + (ρ0, θ1) (5.4)
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pour tout (f, {θ0, θ1}) ∈ L1(0, T ;V)×F et il existe une constante positive
C ne de´pendant que de Ω telle que:
‖ψ‖L∞(0,T ;V ′) + ‖(ρ1,−ρ0)‖F ′ ≤ C‖{ϕ0, ϕ1}‖F (5.5)
Preuve. d’apre`s la proposition 5.3 on a:
|L(f, {θ0, θ1})| ≤ C (‖{θ0, θ1}‖F + ‖f‖L1(0,T ;V)) ‖{ϕ0, ϕ1}‖F
d’ou` l’existence et l’unicite´ de (ψ, {ρ1,−ρ0}) ∈ L∞(0, T ;V ′)×F ′ ve´riﬁant
(5.5).
Remarque 5.3. ψ est solution formelle du proble`me:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ψ′′1 − divσ(ψ1) = 0 dans Q
ψ′′2T + σS(ψ1)− divTσ0T (ψ2) =
divTσ0T (ϕ1)− ϕ1T + ∂tϕ′1T sur ΣT
ψ′′2ν + σν(ψ1) + σ
0
T (ψ2) : ∂mν =
−σ0T (ϕ1) : ∂mν + ∂tϕ′1ν − ϕ1ν + ΔTϕ1ν sur ΣT
ψ1 − ψ2 = σ(ϕ1).ν sur ΣT
ψ(0) = ρ0, ψ′(0) = ρ1; ; ψ(T ) = ψ′(T ) = 0 dans Ω
Aﬁn de montrer que l’on peut donner un sens aux valeurs de ψ et
ψ′ aux bornes de l’intervalle (0, T ) on va utiliser le re´sultat de re´gularite´
des solutions faibles obtenu a` la proposition 5.1.
Proposition 5.5. La fonction ψ de´ﬁnie a` la proposition 5.4 est telle
que:
ψ ∈ W1,∞(0, T ;D(A)′), de plus ψ(0) et ψ′(0) sont de´ﬁnis et on a:
ψ(0) = ρ0, ψ′(0) = ρ1; ψ(T ) = ψ′(T ) = 0.
Preuve. On prend f = ∂tg dans (5.4) avec g ∈ L1(0, T ;D(A)) et
{θ0, θ1} = 0; L(f, 0, 0) a encore un sens d’apre`s les propositions 5.1 et
3.3 et on a:
|L(f, 0, 0)| ≤ CT ‖(ϕ0, ϕ1)‖F‖g‖L1(0,T ;D(A))
ce qui montre que ψ ∈ W1,∞(0, T ;D(A)′) et donne un sens a` ψ(0) et
ψ(T ) comme e´le´ments de D(A)′. Aﬁn de donner un sens a` ψ′(0) et ψ′(T )
on proce`de comme dans [9]. On introduit les fonctions propres de A:
Am = λm, m ∈ D(A).
267 REVISTA MATEMA´TICA COMPLUTENSE
(2001) vol. XIV, num. 1, 231-270
heminna controˆlabilite´ exacte d’un proble`me de Ventcel . . .
Si f(t) = g(t)m, g ∈ D(0, T ), θ0 = α0m, θ1 = α1m, (α0, α1) ∈ R2, alors
la solution du proble`me:
θ′′ +Aθ = f, θ(0) = θ0, θ′(0) = θ1
s’e´crit: θ = hm avec:









(σ0T (ϕ1) : 
0









Comme h, α0 et α1 sont arbitraires, (ψ,m) ve´riﬁe:
(ψ,m)′′ + λ(ψ,m) = ξ1 − ∂tξ0
avec: ξ0, ξ1 ∈ L2(0, T ); cela donne un sens a` (ψ,m)′(0) et (ψ,m)′(T )
(cf.[9]), et on a:
(ψ,m)(T )h′(T )− (ψ,m)′(T )h(T ) + (ψ,m)′(0)h(0)−
(ψ,m)(0)h′(0) = h(0)(ρ1,m)− h′(0)(ρ0,m)
comme h est arbitraire, on obtient les valeurs annonce´es.
Remarque 5.4. Pre´cisons le sens des conditions ve´riﬁe´es par ψ.
◦ divTσ0T (ϕ2) est un e´le´ment de L2(0, T : H−1(Γ, T (Γ)) de´ﬁni par:
(divTσ0T (ϕ2), vT ) = −
∫
ΣT
σ0T (ϕ2) : π(∂mvT )πdΣ
pour tout e´le´ment vT ∈ L2(0, T : H1(Γ, T (Γ)).
◦ ∂tϕ′1T est un e´le´ment de (H1(0, T ;L2(Γ, T (Γ))))′ de´ﬁni par:





TdΣ, ∀vT ∈ H1(0, T ;L2(Γ, T (Γ))).
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◦ΔTϕ1ν|Γ est un e´le´ment de L2(0, T ;H−1(Γ)) de´ﬁni par:
(ΔTϕ1ν , v) = −
∫
ΣT
∇Tϕ1ν∇T vdΣ, ∀v ∈ L2(0, T ;H1(Γ)),
(H10 (Γ) = H
1(Γ))
5.3 Le controˆle
Fin de la de´monstration du the´ore`me 1.3.
Soit: Λ : F −→ F ′, (ϕ0, ϕ1) −→ (ψ′(0),−ψ(0)) ou` ψ est de´ﬁnie par
(5.4). L’ope´rateur Λ est un isomorphisme de F −→ F ′; en eﬀet:
〈Λ{ϕ0, ϕ1}, {ϕ0, ϕ1}〉F ′,F = (ψ′(0), ϕ0)−
(ψ(0), ϕ1) = −L(0, ϕ0, ϕ1) = ‖{ϕ0, ϕ1}‖2F
On conclut graˆce a` la syme´trie de Λ.
Soit {ρ1,−ρ0} ∈ F ′ et (ϕ0, ϕ1) = Λ−1{ρ1,−ρ0}; soit ϕ la solution du
proble`me homoge`ne (1.6) avec les conditions initiales (ϕ0, ϕ1). Il suﬃt
de prendre u = ψ ou` ψ est de´ﬁnie par (5.4); le controle g est donne´ par
la remarque 5.3.
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